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XXXIV. De Problemate quodam Algebraico,
deque evolutione mechanice cujufdam Cyr-
ve inter infinitas bypermechanicas, que
determinate wquationi [atisfaciunt. Aulore
Pio Fantoni, Mathematico Bononienfi.
Communicated by Sir Horace Mann, His
Magef}y's Envoy at Florence.

Read June z5, Ul in computationibus analyticis
1767+ verfari folet, animum ron modo in

ea prafidia folet intendere, quibus problemata dedu-
cuntur ad zquationes, fed maximam ubique exoptat
concinnitatem, atque elegantiam, ut univerfi operis
apparatus, conftructio, utilitaflque commendentur.
Quantum vero elaborationis, ac ftudii plerumque ad
hzc fingula requiratur, ii probe intelligunt excellen-
tiffimi viri, qui fe jamdudum algebre dediderunt,
Veruntamen fateri ultro debent, non mediocrem ali«
quando utilitatem obtineri poffe ex hujufce potius,
quam illius methodi applicatione. Fit enim non
raro, ut cum queftionem aliquam fubtili licet ingenio
verfatus fueris, alia tandem methodus meliori au-
fpicio fufcepta, illico tibi elargiatur clariorem ube-
rioremque ejufdem quaflionis folutionem, ex qua
multa praterea obtineas que admireris, Id vero mihi
3 in
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in fublimi problémate quodam algebraico, an bene
feliciterque  contigerit, veftro judicio, Academici
fapientiffimi, quod maximi facio, decernendum
relinquo. Si interea, ut exoro, hanc meam elucu-
brationem fumma humanivate veftra excipietis, e
deinceps utar in alis non contemnendis rebus tum
pbyficis, tum mechanicis, ut veftra fapientia duce,
facilivs ad quafdam nature adhuc reconditas leges
pervenire poffim.

Nunc porro velim intelligatis, me in hoc argu-
mento analytico, de quo loquor, tria maxime pre-
ftitiffe.  Primum enim curvam quandam exploravi-
mus fuis coordinatis ad axem, & licet le@iflimis pre-
fidiis ufi fuerimus in feparatione indeterminatarum,
licet inveftigationem noftram fatis ultro promotam
confpexerimus, in ®quationem tandem, ut dicunt,
hypermechanicam irrumpere opus fuit, in eam vi-
delicet, qua expofcit mechanicam quadraturam cur-
varum exigentium prino mechanicam circuliquadratu-
ram. Ex hac autem fere inextricabili conftructione
non ea certe confetaria, qua in votis erant, erui
elegantiffime potuiffent. Quare difficultate rei veluti
commoti, fatis opportune curvam noftram ab axe ad
focum deduximus, atque hoc modo univerfum illud
opus, cujus dilucide enodandi {pem omnem antea
demifimus, ed tandem feliciter perduximus, utipfum
rete effet, nobifque plene fatisfaceret. At vero in
hac fecunda problematis mei parte dum con-
tendo, dum illam conftanti animo defugio hy-
permechanicam conftructionem, atque ad pure me-
chanicam propero, invenio tandem in infinita cur-
varum hypermechanicarum familia, que pec_ualiari

cuidam
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cuidam  equationi fatisfaciunt, - unam  preeterea
curvam opportune abfcondi, qua a fimplici quadra-
tara circuli dependeat, quaque nobis conftructionem
plenam aptioremque impertiat, fitque femper in
poteftate, dummodo y dentur per x, quanquam
feparari indeterminatz nullo pacto ab invicem pof-
fint.  Qui rem hanc altius perfcrutari curabunt,
non difficili labore intelligent in =quationibus na-
turez hujus femper includi curvam fimilem noftre
fimili modo detegendam. Cujus fane methodi
cognitio an utilitati & commodo Analyftis futura
fit in hujufmodi. operofiffimis queftionibus folven-
dis, noneft cur diviturniori oratione vobis exponam.
Properamus itaque ad rem noftram.

PROBLEMA.

T as. XIV. FIGURA PRIMA.

Invenire curvam IMwm ea proprictate donatam,
ut ex dato puncto A du@d in tangentem MT per-

pendiculari AG. intercepta MG fit femper ®qualis
conftanti a.

Ex punfo contatus M in axem AP duc perpen-
dicularem MP, eique parallelam infinite proximam
mp, tum excita ex pun¢to M retam Ms parallelam
Pp, dicque AP = x, Pp == Ms=dx, PM =),
ms=dy, & MG=a. Erit Mm=v'dx*+dy’'. PT—=
L O e A Y

& 5 %y Nd% - dy’, ideoque
GT ;:_-Lf.’g.t.ﬂi——a-
ly
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At propter fimilia triangula Msm, TGA, erit
Mm:Ms:: TA: TG. feu Vdx*4-dy*: dx::ydrd;xdy=
w d* - ay® 2. V
dy ?
que multiplicatione, erit aVdx™ 4 dy'= ydy + xdx, feu
_ydy 9, Wat addx N tdy

X T s

unde fa&ta extremorum mediorum-

Fac autem pro feparatione indeterminatarum x =—

f & confequenter dx= —;zl, tumque hos valores

pro x, & dx fubflitue in data =quatione. Habebis
tdy ay aN't* +a‘
tdy  ady aydt -—-.a’dt : & _ adt  —atdt

— o ——

a ¢ "t pdted fc:u 1+ ey
i/
Cum porro ex nota Bernoulu methodo fit —=%
: ta*+1¢
dt 1dt

= — g Pone claritatis gratia hafce logarith-

, & fa&a differentiatione, erit

. d d
micas quantitates = —. Hinc hdbebis Z — &
n ¥ "
—atdf dy dj .
a'd Poﬁtxs autem 2 — % — =2, atque ideoZ—=
fa+t ’* y = p n

2 feu y= _, & fa@&a harum quantitatum fubftituri-
Qa

—aSdt -t
2 feu dp = a

bnncbls =
Onc, 0 p P[,a’-—l—t"-%,

. L3 . L t
pofito videlicet jam primum 7= ;7;_—‘;-—1.__;_ €X quo fe-

quitur dp-‘-l;ff 4 %-
Vor. LVIL Aaa | Sed
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, . e s . tdy np
Sed quia conftituimus fuperius ¥ = — & y==3

fi in hifce valoribus coordinatarum x & y fubftituas
@quivalentes valores expreffos dumtaxat per #, & df,
habebis demum

——

— tdt it
X == :_“_3 Xf a
£ +ay Lok oL
o z 2
& y=— =X% , [2Z_.
y az+tz%. t T ¥

Qui vero hujufmodi formulas ad conftrutionem
revocare flatuerit, intelliget ille quidem infinitis
dumtaxat curvis problema noftrum plane exhauriri

. e atdt *dt .
pofle. *Atquisnon dlxcmff = X f%’ exigere
conftanti lege in quolibet cafu quadraturam mechanica
cujufdam curve, quz ipfa primum a mechanica circuli
quadratura dependeat ? Primo certe hujufce formule
adfpe&tu nemo non judicaverit problema noftrum
hypermechanicum fore ; maxime vero cum nulla
direta methodo, quantum mihi conftat, compertum
fit, hujufmodi formulas revecari pofle ad alias, que a
fola circuli quadratura dependeant. Quapropter in
illa ego opinione adhuc eflem, ut folx hypermechanice
curve aptz forent fatisfaciendo problemati noftro, fi
quefitam curvam ab axe non traduxiffeny ad focum ;
ex quo illico certior faétus fum, queftiones hujufmodi,

tdt = 4
% Fluens 8 % [ 2 % afda circuli quadraturd
t"-}-cﬂz3 4

£ - a*
at a a*dt ..
pendet & hec eft _}_-—-__..__LX./,, — (arc circuli,
PO B @+t

cujus radius efta & tangent ¢.) E. W,
quas
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quas ab initio dixeris implicatiffimas, feu pene inex~
tricabiles, fola tandem circuli quadratura expedirt

feliciter pofle, Quo autem modo id faGum a nobis
fuerit brevi expono.

FicurA Secunpa.

Referatur * quzfita curva IMm ad focum A, ex que
duéis duabus ordinatis AM, Am minimum angulum
continentibus, centro A, radio AM defcribatur infini-
tefimus arcus Md, tum vocetur AM =z, Md=/dyx,
Mm==ds; duaque tangente MG, atque in ipfam ex
punéto A perpendiculari AG, fiat intercepta MG =g,
unde perpendicularis AG erit =Vz*'—4*,

Propter fimilia triangula AMG, Mdm erit M
md:: MA:MG; feu ds:ds: :%: a. ergo xdz = ads.

* zz b o .
& mhg;mdq Aad-as== - Conttat itaque curvam
quafitam;, efle reQificabilem, eftque A quantitas
addenda, fi opus fuerit, =quationi complendz, quam
A deinceps determinabimus.

Erigatur interea ®quatio differentialis ad quadratum,
& orietur 2’dx* == a'ds*==4"dz* + &'dx’, ob triangu-
lum Mdin infmitefimum re@tangulum in 4. Hanc
ergo habebis 2° — 4"’ =a&'dx*; five dx N — g
=ada, que et 2quatio quafit® curve relate hoc
modo ad focom A.

Multiplicetur hec ultima @quatio per =; fiet
zd: dx .
-2-; zz...aa_-:f;, Intepretur; habebis 2 B}

* Hujus curve arcum, longitudinem, evolutam & radium
curvature jamdudum invenit Simpfon; confulas enim pagin.
151 & 163 in tractatu fuo de fluxionibus, E. W,

Aaaz

zz~
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— - zdx dx
2z —aoVzx —da /'...__ Cum autem == fit ele-
2.3.@ 2 2

mentum aree, patens eft curvam efle quadrabilem.
B eft quantitas addenda, fi opus ea fuerit, in inte-
gratione.

Ut vero redigatur 2quatio fuperius inventa ad arcum
radii conftantis, abfcinde AE =4, & defcribe arcum

minimum Ee, quem voca=d». Habebis z:a::dx
d .
:du. ergo dx = E-a-u—; quo valore fubftitato 1 fupe-

riori &quatione dzVz*—a =adx, hzc mutabitur in
. 0 S — . . -
iftam — /"= =du, in qua infunt variabiles fe-
parate.

Ut primum membrum ad formulas magis cognitas

zdzNz—a*
— =du;

reducatur, ita 2quationem difpono

B2
tum copftituo AG =v&*—a*=¢, faltaque fubft-

. .. t*dt a*dt -
tutiong, orietur Py dt — e du. Farmula

a*dy

— ut confiat, eft elementum arcus ciccularis, cujus

radius =&, tangens —<+#,

Ultima igitur hec #quatio ad conftructionem
perducit, qua circuli guadraturam fupponit. Centro
itaque A, radio Al = g, defcribatur circules ILP,
cui fit tangens indefinita IK. Sumatur in hac tang-
ente qualibet IH=1¢, & agatur fecans AH=x;
fume praterea differentiam inter tangentem 1H, &
ejusarcum IL, quz erit=w; tandem accipe arcum IL
huic differentie ®qualem, & per pun&tum E.duc AM
= AH, pun@um M erit in curva quefifa,

Ex
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Ex hac conftrutione facile colligitur eurvam
noftram incipere in punéto I, tum ad modum fpiralis
femper recedeére a cireulo, & infinitis circumvolutioni-
bus illum ambite. In punéto I curva tangitur a radio
IA. Nullam addidi.in mea conftruftione conftantem,
propterea quod conftantis additio curvam non mutat. .
Nam IE vel fit. 2qualis #, vel ¥ 4-4, vel tandem z -4,
eadem prorfus curva enafcitur,

Nunc vero funt determinanda conftantes A. & B,
que additz funt in integratione; dum curve redifi-
cationem, & quadraturam invenimus, uoniam

“

. z
pofito s =0, fit =4, =quatio ——Az=as, data,
hac hypothefi, in iftam mutabitur ff — Ag =0, unde

=JS.

28 —aa

a . .
A = -; quapropter zquatio completa erit —
: H
Atqui 2z—as=H. ergo —=s.

Quod- fpe@at ad quadraturam, jam conftat fore:
aream AIM =, cum fit z==radio, feu=a; ergo

. v zm—aaN2% —aa - zdx’ ..
zquatio aB4- 2% aeNsr—on__ f —, evadit in hac.

, 2°3.a 2
hypothefi in iftam aB=0: ergo ®quatio completa efix
2z—aa¥'zz—aa __ _F zdx, £ s
e =g 7 Sdg=sewo;

= f 3_;; ideoque fpatium IAM eft.tertia pars rec-

tanguli ex AG, feu IH, & ex curva IM.

- Radium ofculi hac ratione definiemus. Ducatur

radius AR perpendicularis re¢tz AG, & jungatur

RM. Quoniam GM, AR =quales funt, & parallele,

GA, MR pariter zquales erunt, & parallelz, Ergo
MR.
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MR perpendicularis radio AR tanget circulum, &
perpendiculariter occurret curve Mm. Eodem pror-
fus modo du&o radio Ar normali reCtz Ag, linea nr
érit tangens -circuli, & normalis curve Mm, Igitur
curva IMm ea eft qua nafcitur ex evolutione circuli,
& reta MR = AG =®quabit arcum circularem IR,

Quoniam vero RM=AG=IH, & IH ex con-
ftru@ione ®quat duos arcus circulares IE, IL, ‘arcus’
IR ®quabit duos arcus IE, IL, & dempto communi
IL, reranebit arcus IE = LR. ' ,

Infinitefimus fetor RMm, quieft elementum are

REIM =zqualis eft % Sedd=22 =%, ergo
2 a a ,
1, v 3

RMm = ;—f; Et integrando area REIM = ;—té—;

Sed etiam area IAM fuprd inventa éft =qualis 2;‘;
ergo area REIM =JAM. Et ablato fpatio communi
IEM, remanet feGor JAE=MER. Addito autem
fectore EAR fit fector FAR == triangule AMR, quod
apprime cum veritate confentit; nam cum arcus
IR =RM, conftat feCtorem IAR #quare triangulum
ARM.,

Curva tranfiens per omnia punéta G.g. erit bafis,
ex qua gignitur traCtoria IMm. Quznam fit hac
curva breviter videamus. Quoniam GA#n, & MRm
funt feGores fimiles, & AG = RM, erit Gz=Mn
=ds. Ergo ®quatio ads=tdt, erit zquatio curve
quafitz, exiftente ordinata AG=¢, Gm=d. Ut
autem @quatio reducatur ad arcum radii conftantis,
vocetur Té=dw; eritf:a::ds :dw. Ergo ads=tdw.

| Ergo

X
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Ergo tdi=tdw, five dw=dt, five tandem Tt=gn,
quz eft 2quatio fpiralis Archimedez,cujus conftructio
ita peragitur,
ge radium AP, perpendicularem radio Al, &
fumatur arcus PQ_mqualis radio; tum polo A, de-
fcribatur fpiralis Achimedea tranfiens per punétum Q;
hzc ipfa erit bafis, ex qua defcribitur tractoria IM
predita tangente conftanti GM=a.
Interea hzc habe : fpiralis Archimedea eft ea curva,
a qua tamquam bafi noftra generatur tractoria IMm.
Nunc. fupereft animadvertere, quod fi in illa formula,
quam vir clarifi. Vincentius Riccatus methodo motus
traCtorii conftruxit in {uo commentario de ufu hujus
motus in @quationum differentialium conftru&ione
(ubi hanc methodum illuftravit penitufque abfolvit)
fi, inquam, in illa formula fupponas » & y efle coor-
dinatas fpiralis Archimedee, & y datas effe per x,
quamquam indeterminatz feparari omnino nequeant,
fufcipiet dicta formula ex infgnitis, quarum eft capax,
unam quoque conftruttionem dependenter a noftra
curva. Ea ex quatuor Riccatianis ibidem expofitis
formulis, qua hypothefi noftrz convenit prima eft,
nimirum,, )
abdz
Ty o=t
Fa&a ergo, ut dixi, fuppofitione, ejus x & y effe
coordinatas fpiralis Archimede=, fi infinita pun&a N
conftruend® curve tuto invenire cupias, exigit illa
methodus, ut deferipta’ trattoria 1M ope fili, feu
tangentis canftantis GM=4, falto jam motu aG
verfus Q, tumque fumapta in axe quacumgne conftanti
08=4, femper ad eandem parten, i per punétuc:ln S.
ucas
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ducas parallelam tangenti GM, doncc occurrdt ordi-
nate OG=y in puntto N, hecce pun&tum, ut ibi
demonttratur, eft femper in quefita curva. Atqui
vidimus fupra retam RA parallelam tangenti GM
hujus noftre tractoriz IMm fore perpendicularem

radio AG fpiralis Acchimedez AQG.

Ficura TerTIA.

Ergo ut habeas infmita pun&@a N.N, conftru-
endz curvz, fufficit quod fumas femper in -axe con-
ftantes PG, PG==b ad eandem plagam, tumque a
pun&is G, G ducas in radios fpiralis AM, AM
produétos, fi oporteat, normales GN, GN, donec
occurrant ordinatis PM, PM in N.N. Hoc modo
obtinebis per infinita punca curvam hac methodo
defcribendam.  Invenies itaque hujufmodi curve
ramum genitum a fpiralis arcu AMS efle ANT ; ab
altero vero fpiralis arcu SMO efle ANQ; a tertio
OMR effe ANV ; a quarto RK efle AY; a quinto
denique KZ efle AW, & fic in infinitum affympto-
ticos ommes; €x quo propterea vides integram
curvam, qua noftre formule conftructionem fuppe-
ditat in hac videlicet peculiari traCtoria abdita ramis
numero infinitis gaudere, ac eorum quemlibet votis
fatisfacere rete pofle.

Sed quia ad obtinendam di¢tz formulz conftruc-
tionem opus maxime eft ut abfciflex fint in axe, earum
vero ordinatz y fint omnes inter fe parallele (noftrz
autem y hic funt ad focum) ac propterea oportet ut
exzdem y datz fint per x, vel poftea feparari indeter-
minate poffint, vel non, nunc erge ut hifce conditi-

onibus
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onibus compleam, fatis mihi erit invenire zquationem

fpiralis Archimedez relatz ad axem, quod fic
aflequor.

Ficura QUARTA.

Sit fpiralis Archimedea AmM, ejus axis FAF, ab-
fcifla AP=wx, ordinata PM ad angulum reGtum
=y, eique infinite proxima pm. Ducta mo parallela
ad axem, erit, mo=dx, oM=dy. Sit propterea AM
radius fpiralis=#, cum quo Am faciat angulum
infinitefimum MAm, & centro A, radio AM,
defcripto circuli arcu mr, erit Mr=d¢. Voca arcum
mr=ds, & eodem centro A, radio quovis conftanti
=a, defcribe circulum Fc¢4, & voca ejus arcum

infinitefimum cb=du.

Ex hac preparatione erit primd AM =AP 4.,
PM’, feu r=x4y, & t=\/x’+y’; unde df=
wdx + ydy J . | m—p s
Vel Preterea habebis Mr +7m =Mm feu
dt* 4-ds’=dx* 4-dy*. Sed ex fimilitudine Sectorum
Ach, Amr,elt Ac:ch::Am:mr; feua:dt::¢:ds.
& ex zquatione fpiralis Archimedez ad focum habes

¢b=Mr, feu du=d:; wnde erit ds—= f—?—. Ergo fattis

opportune fubftitutionibus in altera fuperiori zquatione,

obtinebis 4" t—g‘é‘—.—:dx‘-{-q’y‘, feu tandem

@45+ 9 X ’ié’.:__'%f—’ —a*X dx* +dy*. . vel potius
Vor. LVIL Bbb &' 4-
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TRy Fap  — FEg—ay
dy* 4 2dily X S e X g = 0
unde completo quadrato, & facta radicis extracione,erit
gl-—- __';;,xaz_l_xz_*_rziaxxz_{_yzé .
& Ay Ayt —ata®

Ecce itaque fpiralis Archimedez =quationemrelatz
ad axem, ut optabamus, in qua y datur per X,
* Quamquam vero in hujufmodi 2quatione, indeter-~
nate feparari nullo artificio poffint, vides tamen
prafidiis pure mechanicis ad conftrutionem nos feli-
citer perveniflfe, quod, attento illius fummatorie ad-
fpetu, quam initio obtinuimus, cum curvam noftram
ad axem referre placuit, impoffibile videbatur.

Scio ego quidem conftrutionem hancce, quz a
fola circuli quadratura dependet, non penitus exhaurire
fupradi@tam Riccatianam formulam, quippe qua
conftrui etiam poteft, quacumque alia ﬁropoﬁ‘!a
tratoria, cujus bafis fit dicta fpifalis Archimedea,
cjufque tangens reéta quaevis linea conftans ; fed inter
infinitas hafce conftru&iones noftra quidem maximum
locam habet, ut que ceteris fimplicior, nec minus
vera.

Porro antequam finem facio, unum addam. Lau-
datus Mathematicus in capite fecundo fui commentarii
oftendit, quod ubi in conftru@ione fuz formuls
traCtoriam circuli adhibeat, tunc in infinitas occurrit
tranfcendentes curvas, quz fimul exhaurire valent

* Ad hunc modum indeterminata feparari poffunt ; fubftituae

% adz v ycmpe  adsg
turpro xy ==X f——=, & proy = Y ——N
PO = N T P02 Vo—m

& fit. E. W,
propofitam
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propofitam formulam. Sed (quod ei merito quidem
in pretio eft) in infinita bharum curvarum familia
unam infuper latentem detegit algebraicam quarti
gradus, quz commodé ejufdem formule conftruc~
tionem fuppeditat, reCteque perficit. Nos in re
fortafle difficiliori non diflimile exemplum hic
attulimus. Vidimus enim problema noftrum, quod
per tractoriam fpiralis Arcgimede-’aa generatim con-
ftruitur, expofcere & ipfum ad fui conftrutionem
curvas numero infinitas, fed quod moleftius videtur,
magifque operofum, hujufmodi effe hafce curvas, ut
nifi hypermechanico labore poflimus affequi. Verun-
tamen in infinito harum agmine facile & nobis fuit
oftendere unam praterea curvam abfcondi, quam
illico aflequaris dependenter a fola quadratura circuli,
ideoque attenta rei difficultate, multo fimpliciori
modo, quam initio fperare licuiffet. Noverim certe
curvam hanc noftram non plene exhaurire datam for-
mulam, fed infici nequit, ejufdem exhibere nullo fere
negotio reiflimam, maximeque fimplicem con-
ftructionem, quod fatis eft, aliifque planiorem viam
oftendere, qua facilius enodare poffint hujufce generis
quaftiones inextricabiles primo intuitu, nec vero
labore vacuas. Hoc itaque inventum credidimus
non contemnendum fore, prefertim cum aliz me-
thodi ufque adeo note, quovis verfate ftudio,
minime quantum nobis conftat, ad id commodum
perducere valeant.

Roma prid. Non. Aprilis .
omepe 1766. prte Pius Fantonus,

Philofophus & Mathematicus Bononienfis.
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